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Densité des polynômes orthogonaux

Théorème 1. Soient I un intervalle de R et ρ une fonction poids. S'il existe a > 0 tel que
∫
I
ea|x|ρ(x)dx <∞,

alors les polynômes orthogonaux associés à ρ forment une base hilbertienne de L2(I, ρ).

Démonstration.

On rappelle que ρ : I → R est une fonction poids si elle est mesurable et strictement positive, et si elle véri�e :

∀n ∈ N,
∫
I

|x|nρ(x) dx < +∞

L2(I, ρ) =
{
f : I → R

∣∣ ∫
I
|f(x)|2ρ(x) dx < +∞

}
est un espace de Hilbert s'il est muni du produit scalaire :

∀ f, g ∈ L2(I, ρ), 〈 f , g 〉ρ =
∫
I

f(x)g(x)ρ(x) dx

Remarquons que, comme (x 7→ xn) ∈ L1(I, ρ) pour tout n ∈ N, alors :

‖xn‖22 =

∫
I

|xn|2ρ(x) dx =

∫
I

|x2n|ρ(x) dx =
∥∥x2n∥∥

1
< +∞

Les polynômes appartiennent donc à L2(I, ρ), et nous pouvons bien appliquer l'algorithme de Gram-Schmidt
pour avoir une famille de polynômes orthogonaux (Pn)n∈N de degrés échelonné et orthogonaux dans L2(I, ρ).

(Pn)n est une base hilbertienne ⇔ Vect((Pn)n) = Vect((Xn)n) = L2(I, ρ)⇔ Vect((Xn)n)
⊥ = {0}

On cherche donc à montrer que l'orthogonal de Vect((Xn)n) dans L2(I, ρ) est {0}.

On pose, pour tout n ∈ N, gn : x 7→ xn. Soit f ∈ L2(I, ρ) telle que, pour tout n ∈ N, 〈 f , gn 〉ρ = 0.
Soit ϕ = fρ1I . Alors :∫

R
|ϕ(t)| dt =

∫
I

|f(t)|ρ(t) dt 6
Cauchy
−Schwarz

(∫
I

|f(t)|2ρ(t) dt
) 1

2
(∫

I

ρ(t) dt

) 1
2

= ‖f‖ρ ‖1‖ρ < +∞

Donc ϕ ∈ L1(R), et on peut alors considérer sa transformée de Fourier :

∀ t ∈ R, ϕ̂(t) =
∫
I

e−itxϕ(x) dx =

∫
I

e−itxf(x)ρ(x) dx

Montrons que ϕ̂ se prolonge en une fonction holomorphe sur l'ensemble Bα =
{
z ∈ C

∣∣ | Im(z)| < α
2

}
, où α > 0.

Pour tout x ∈ I et tout z ∈ Bα, on pose g(z, x) = e−itxf(x)ρ(x) et F (z) =
∫
I
g(z, x) dx, alors :

(i) Pour tout z ∈ Bα, x 7→ g(z, x) est mesurable.

(ii) Pour presque tout x ∈ I, z 7→ g(z, x) est holomorphe sur Bα.

(iii) Pour tout z ∈ Bα, on a |g(z, x)| = eIm(z)x|f(x)|ρ(x) 6 e
α
2 x|f(x)|ρ(x). Or :∫

I

e
α
2 x|f(x)|ρ(x) dx 6

Cauchy
−Schwarz

(∫
I

eαxρ(x) dx

) 1
2
(∫

I

|f(x)|2ρ(x) dx
) 1

2

< +∞

|g(z, x)| est donc bien dominée par une fonction indépendante de z et intégrable sur I.
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Par le théorème d'holomorphie sous le signe intégrale, F est bien dé�nie et holomorphe sur Bα, et coïncide avec
ϕ̂ sur R. De plus, on a également :

F (n)(z) =

∫
I

∂n

∂zn
g(z, x) dx = (−i)n

∫
I

xne−ixzf(x)ρ(x) dx

Évaluons en 0 :

F (n)(0) = (−i)n
∫
I

xnf(x)ρ(x) dx = (−i)n 〈 f , gn 〉ρ = 0

Tous les coe�cients du développement en série entière de F au voisinage de 0 sont donc nuls. Par unicité du
développement en série entière, F est nulle sur un voisinage de 0. Le théorème du prolongement analytique
implique alors que F = 0 sur le connexe Bα tout entier, et en particulier sur R. Donc, pour tout t ∈ R, ϕ̂(t) = 0.
Or ϕ ∈ L1(R), donc, par injectivité de la transformée de Fourier sur L1(R), on en déduit que ϕ = fρ1I = 0.
Comme, sur I, on a ρ > 0 et 1I = 1 > 0, il vient que f = 0.

On a donc �nalement que Vect((Xn)n)
⊥ = {0}, et donc que les polynômes orthogonaux forment bien une base

hilbertienne de L2(I, ρ).

Références

[BMP] Vincent Beck, Jérôme Malick, and Gabriel Peyré. Objectif Agrégation


	Analyse : Densité des polynômes orthogonaux

