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Densité des polynéomes orthogonaux

Théoréme 1. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il existe a > 0 tel que fI e“'“"p(x)dl’ < 00,
alors les polynomes orthogonaux associés a p forment une base hilbertienne de L*(I,p).

Démonstration.
On rappelle que p : I — R est une fonction poids si elle est mesurable et strictement positive, et si elle vérifie :
Vn eN, /I|9:\"p(1:) dr < 400
L2(I,p)={f:1—=R| [,|f(@)?p(x)dz < +00} est un espace de Hilbert s’il est muni du produit scalaire :
Vhae o). (1.9),= [ )y
Remarquons que, comme (z + ™) € L*(I, p) pour tout n € N, alors :
715 = [ laPote)de = [ e p@yde = o], <+

Les polynémes appartiennent donc & L?(I, p), et nous pouvons bien appliquer I’algorithme de Gram-Schmidt
pour avoir une famille de polynémes orthogonaux (P, ),en de degrés échelonné et orthogonaux dans L2(I, p).

(P,)n est une base hilbertienne < Vect((P,),) = Vect((X"),) = L*(I, p) < Vect((X™),)* = {0}
On cherche donc & montrer que I'orthogonal de Vect((X™),) dans L?(I, p) est {0}.

On pose, pour tout n € N, g,, : & — 2™, Soit f € L?(I, p) telle que, pour tout n € N, (f, gn )p =0.

Soit ¢ = fply. Alors :
(/ﬁ’(“ dt) =[£I, Il < +oo

Donc ¢ € L'(R), et on peut alors considérer sa transformée de Fourier :

VteR, ¢t) = /Ie_“’“'go(ac) dzx = Ae‘it$f(w)p(x) dx

[rewiae= [1ropna < ( / |f<t>|2p<t>dt>2

—Schwarz

Montrons que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe sur I’ensemble B {z €C||Im(z)| < 4}, ot o> 0.
Pour tout = € I et tout z € By, on pose g(z,x) = e~ f(x)p(x) et F(z) = [, g(z,x) dx, alors :

(i) Pour tout z € B,, = — g(z,x) est mesurable.
(ii) Pour presque tout x € I, z — g(z,x) est holomorphe sur B,.
(iii) Pour tout z € By, on a |g(z,z)| = e™®®| f(z)|p(z) < e3%|f(x)|p(x). Or
|

[ei@iwar < ([ dx); ([ 1rrote) dac)é < oo

—Schwarz

lg(z, )| est donc bien dominée par une fonction indépendante de z et intégrable sur I.
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Par le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale, F' est bien définie et holomorphe sur B,,, et coincide avec
¢ sur R. De plus, on a également :
(n) o N n,—ixz
F'(z)= | =—g(z,z)de = (=0)" [ 2" "% f(z)p(x) dz
; 0z I
Evaluons en 0 :

F(0) = ()" / " f(2)p(%) dw = (=i)" (£, gn), =0

I

Tous les coefficients du développement en série entiére de F' au voisinage de 0 sont donc nuls. Par unicité du
développement en série entiére, F' est nulle sur un voisinage de 0. Le théoréme du prolongement analytique
implique alors que F' = 0 sur le connexe B, tout entier, et en particulier sur R. Donc, pour tout ¢t € R, ¢(t) = 0.
Or ¢ € L'(R), donc, par injectivité de la transformée de Fourier sur L!(R), on en déduit que ¢ = fpl; = 0.
Comme, sur [,ona p>0et 1y =1 >0, il vient que f = 0.

On a donc finalement que Vect((X™),,)* = {0}, et donc que les polynémes orthogonaux forment bien une base

hilbertienne de L2(I, p).
O
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